
Nestandardne transformacije na parovima i
n-torkama brojeva

Zadatak 1. Nazovimo korakom funkciju koja ure�en par prirodnih broje-
va (x, y) kome je taqno jedna koordinata parna preslikava u par (x2 , y+

x
2 )

ako 2 | x, odnosno u par (x+ y
2 ,

y
2 ) ako 2 | y. Dokazati da za svaki neparan

prirodan broj n, n > 1, postoji paran prirodan broj b, b < n, takav da
se sukcesivnom primenom konaqno mnogo koraka od ure�enog para (n, b)
dobija ure�en par (b, n).

Rexeǌe. Neka su dati prirodni brojevi x i y, i pretpostavimo 2 | x i
2 - y. Kako va�i y ≡ −x (mod x+ y), imamo (x, y) ≡ (x,−x) (mod x+ y) i
(x2 , y+

x
2 ) ≡ (x2 ,−

x
2 ) (mod x+y); drugim reqima, definisan korak polovi

obe koordinate po modulu x + y (xto je konstantno). Dakle, ako se
par (b, n) dobija posle k koraka od para (n, b), zakǉuqujemo ( n

2k
,− n

2k
) ≡

(b, n) ≡ (−n, n) (mod m), za m = n + b. Ovo se svodi na n(2k + 1) ≡ 0
(mod m).

Dakle, mo�emo uzeti m = 2k + 1, tj. b = 2k + 1− n, gde je k najmaǌi
prirodan broj takav da va�i 2k + 1 > n. Kako po definiciji imamo
2k−1 + 1 6 n, sledi 2k + 1 < 2n, tj. b < n, qime je dokaz zavrxen.

Zadatak 2. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje postoje nenegativni
celi brojevi a1, a2, . . . , an takvi da va�i

1

2a1
+

1

2a2
+ · · ·+ 1

2an
=

1

3a1
+

2

3a2
+ · · ·+ n

3an
= 1.

Rexeǌe. Pretpostavimo da prirodan broj n ispuǌava uslove zadat-
ka, i neka su a1, a2, . . . , an odgovaraju�i nenegativni celi brojevi. Iz
uslova

1

3a1
+

2

3a2
+ · · ·+ n

3an
= 1, (1)

posmatraǌem po modulu 2, dobijamo 1 + 2 + · · · + n ≡ 1 (mod 2), tj.
n(n+1)

2 ≡ 1 (mod 2). Primetimo, ako je n deǉiv sa 4, ili ako daje osta-
tak 3 pri deǉeǌu sa 4, tada je broj n(n+1)

2 paran, xto je u kontradikciji
s dobijenom kongruencijom. Dakle, preostaju mogu�nosti n ≡ 1 (mod 4)
ili n ≡ 2 (mod 4).

(Napomenimo, u gorǌem posmatraǌu jednakosti (1) po modulu 2,
zbog razlomaka na levoj strani implicitno smo koristili pojam i
osobine modularnog inverza. Za studente koji nisu upoznati s ovim
pojmom, da�emo i alternativni put do istog zakǉuqka. Pomno�imo
obe strane jednakosti (1) sa 3a1+a2+···+an . Time dobijamo:

3
∑

16i6n, i 6=1 ai + 2 · 3
∑

16i6n, i 6=2 ai + · · ·+ n · 3
∑

16i6n, i 6=n ai = 3a1+a2+···+an .
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Sada vidimo da se ova jednakost po modulu 2 ponovo svodi na 1 + 2 +
· · ·+ n ≡ 1 (mod 2), pa daǉe nastavǉamo kao malopre.)

Potrebno je jox dokazati da za svako n koje ispuǌava n ≡ 1 (mod 4)
ili n ≡ 2 (mod 4) postoje tra�eni a1, a2, . . . , an. Za n-torku realnih
brojeva (x1, x2, . . . , xn) re�i �emo da je fantastiqna akko postoje ne-
negativni celi brojevi a1, a2, . . . , an takvi da va�i

1

2a1
+

1

2a2
+ · · ·+ 1

2an
=

x1

3a1
+

x2

3a2
+ · · ·+ xn

3an
= 1.

Dakle, uz ovu terminologiju, treba pokazati da, ukoliko va�i n ≡ 1, 2
(mod 4), tada je n-torka (1, 2, . . . , n) fantastiqna. Dokaz �emo sprovesti
indukcijom po n. Pre nego xto pre�emo na dokaz indukcijom, navodimo
jedno korisno zapa�aǌe, koje �emo kasnije koristiti vixe puta: ako
�elimo da utvrdimo da je n-torka (x1, x2, . . . , xn) fantastiqna, dovoǉno
je pokazati da je (n − 1)-orka (x1, x2, . . . , xn−2,

xn−1+xn

3 ) fantastiqna.
Zaista, ukoliko je ova drugonavedena (n − 1)-orka fantastiqna, tada
postoje nenegativni celi brojevi a1, a2, . . . , an−1 takvi da va�i

1

2a1
+

1

2a2
+ · · ·+ 1

2an−1
=

x1

3a1
+

x2

3a2
+ · · ·+ xn−2

3an−2
+

xn−1+xn

3

3an−1
= 1,

ali ovo se mo�e zapisati i u obliku

1

2a1
+

1

2a2
+ · · ·+ 1

2an−2
+

1

2an−1+1
+

1

2an−1+1

=
x1

3a1
+

x2

3a2
+ · · ·+ xn−2

3an−2
+

xn−1

3an−1+1
+

xn

3an−1+1
= 1,

odakle vidimo da je i n-torka (x1, x2, . . . , xn) fantastiqna (ǌoj odgo-
varaju�i brojevi su a1, a2, . . . , an−2, an−1 + 1, an−1 + 1).

Primetimo, u formulaciji prethodnog pomo�nog zapa�aǌa, nije
obavezno da dva broja koja zameǌujemo tre�inom ǌihovog zbira budu
bax posledǌa dva broja, nego mogu biti na proizvoǉnim mestima (jer
definicija fantastiqne n-torke oqito ne zavisi od poretka brojeva).
Daǉe, primetimo jox da iz gorǌeg pomo�nog zapa�aǌa specijalno
dobijamo i slede�e: ukoliko se u nekoj n-torci pojavǉuju brojevi x i
2x, i ukoliko je (n−1)-orka dobijena brisaǌem broja 2x fantastiqna,
tada je i polazna n-torka fantastiqna (ovo direktno sledi primenom
pomo�nog zapa�aǌa na brojeve x i 2x, s obzirom na x+2x

3 = x).
Vratimo se sada dokazu indukcijom. Kao bazu uradi�emo sluqa-

jeve n = 1 i n = 5 (vide�emo tokom dokaza da �e se svi preostali
sluqajevi svesti na neki od ova dva, ili na neki prethodno ura�eni).
Za n = 1 tvr�eǌe je oqigledno (treba pokazati da je jednoqlani niz
koji saqiǌava samo broj 1 fantastiqan, xto sledi iz 1

20 = 1
30 = 1, tj.

mo�emo uzeti a1 = 0). Uzmimo sada n = 5. Posmatrajmo slede�i niz
transformacija:

(1, 2, 3, 4, 5) 7→ (1, 2, 3, 3) 7→ (1, 2, 2) 7→ (1, 2) 7→ (1) (2)
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(u prva dva koraka smo zamenili dva posledǌa broja tre�inom ǌi-
hovog zbira, a u naredna dva smo ,,obrisali“ dvojke, xto predstavǉa,
s obzirom na prisustvo broja 1, ve� istaknut specijalan sluqaj po-
mo�nog zapa�aǌa). Primenom pomo�nog zapa�aǌa (vixe puta) dobi-
jamo da je petorka (1, 2, 3, 4, 5) fantastiqna (naime, kako je jednoqlani
niz dobijen na kraju fantastiqan, to va�i i za par (1, 2); sada, kako je
par (1, 2) fantastiqan, to va�i i za trojku (1, 2, 2) itd. sve do poqetka).

Time je pokazana baza indukcije. Neka je sada zadat prirodan broj
n, n ≡ 1, 2 (mod 4), i pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve brojeve
maǌe od n (naravno, koji su pritom kongruentni sa 1 ili 2 po modulu
4). Razmatramo dva sluqaja.

• n ≡ 2 (mod 4):

Treba pokazati da je n-torka (1, 2, . . . , n) fantastiqna. Kako je n
paran broj, i kako se u ovoj n-torci pojavǉuje i broj n

2 , brisaǌem
broja n iz uoqene n-torke dobijamo (1, 2, . . . , n − 1), a kako je ova
(n− 1)-orka fantastiqna po induktivnoj hipotezi (primetimo i,
n − 1 ≡ 1 (mod 4)), po pomo�nom zapa�aǌu (preciznije, ǌegovom
istaknutom specijalnom sluqaju) sledi da je i n-torka (1, 2, . . . , n)
fantastiqna.

• n ≡ 1 (mod 4):

U ovom sluqaju mo�emo pretpostaviti n > 9 (maǌi sluqajevi
su pokazani zasebno u bazi indukcije). I ovde je ideja da suk-
cesivnim transformacijama koje dopuxta pomo�no zapa�aǌe n-
torku (1, 2, . . . , n) svedemo na nexto xto jeste fantastiqno (i ta-
da �e i polazna n-torka biti fantastiqna). Zapiximo n-torku
(1, 2, . . . , n) u obliku

(1, 2, . . . , 6m− 3, 6m− 2, 6m− 1, 6m, 6m+1, 6m+2, 6m+3, . . . , n− 1, n)

za m = bn6 c. Kako se u gorǌoj n-torci pojavǉuje broj 3m, mo�emo
odmah obrisati broj 6m. Daǉe, svaki par brojeva 6m − i, 6m + i

mo�emo zameniti brojem 4m (zbog (6m−i)+(6m+i)
3 = 4m). Uradimo

ovo za sve i, 1 6 i 6 n − 6m (tj. za sve brojeve od 6m + 1 pa do
kraja niza, uz ǌihove parove). Pritom, potrebno je proveriti da
li za ceo ovaj raspon zaista oba broja koja uparujemo postoje u
posmatranom nizu, xto konkretno znaqi, da li za i = n−6m va�i
6m−i > 1 (ako ovo poka�emo za i = n−6m, va�i�e, jasno, i za maǌe
vrednosti i). Pokaza�emo qak jaqe: 6m − (n − 6m) > 2m (kasnije
�e nam trebati bax ova jaqa nejednakost); i zaista, napisana
nejednakost je ekvivalentna sa n < 10m, a ovo je taqno zbog n

6 <
m + 1 (prema definiciji funkcije b·c), tj. n < 6m + 6 < 10m za
m > 2 (tj. n > 13), dok za n = 9 direktno imamo m = 1 i 9 = n <
10m = 10. Dakle, konaqno, kada izvrximo sve ove zamene, i pri
svakoj takvoj zameni dobijemo po jednu kopiju broja 4m, sve ove
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dobijene kopije mo�emo obrisati budu�i da se u nizu na kraju
i daǉe nalazi broj 2m (na osnovu malopre�axǌe nejednakosti).
Time nam posle svega ostaje niz brojeva od 1 do 6m− (n−6m)−1,
tj. (1, 2, . . . , 12m−n−1). Kako imamo 12m−n−1 < n (zbog 12m < 2n)
i 12m−n− 1 ≡ −1− 1 ≡ 2 (mod 4), na osnovu induktivne hipoteze
zakǉuqujemo da je niz dobijen na kraju fantastiqan, pa to va�i
i za n-torku od koje smo krenuli.

Time je zadatak rexen.

Primer. Pokaza�emo na primeru n = 5 (ura�enom u bazi indukcije)
na koji naqin procedura iz rexeǌa dovodi do vrednosti a1, a2, a3, a4, a5.
Kako na kraju (2) u nizu imamo samo jedinicu, ovaj sluqaj smo videli
u bazi za n = 1, i (podsetimo se) konstatovali smo:

1

20
=

1

30
= 1.

Sada, ,,brisaǌe dvojke“ u transformaciji (1, 2) 7→ (1) zapravo pred-
stavǉa zamenu para 1, 2 sa 1+2

3 , pa na osnovu dokaza pomo�nog zapa�aǌa
dolazimo do jednakosti

1

21
+

1

21
=

1

31
+

2

31
= 1.

U koraku pre ovog: (1, 2, 2) 7→ (1, 2), tako�e smo par 1, 2 zamenili brojem
1, pa dolazimo do jednakosti

1

22
+

1

22
+

1

21
=

1

32
+

2

32
+

2

31
= 1.

Daǉe, korak (1, 2, 3, 3) 7→ (1, 2, 2) (zamena para 3, 3 brojem 2) dovodi do
jednakosti

1

22
+

1

22
+

1

22
+

1

22
=

1

32
+

2

32
+

3

32
+

3

32
= 1.

I konaqno, na osnovu koraka (1, 2, 3, 4, 5) 7→ (1, 2, 3, 3) sti�emo do jedna-
kosti

1

22
+

1

22
+

1

22
+

1

23
+

1

23
=

1

32
+

2

32
+

3

32
+

4

33
+

5

33
= 1.
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